Disenos de parcela dividida

Claudio Bustos

07 de Diciembre de 2011

Indice

1. Introduccién 2

2. Modelo estadistico

w

2.1. Estimacién de parametros de efecto fijo, usando minimos cuadrados 4
2.2. Estimacién de parametros de efecto aleatorio, usando método de
andlisis de varianza . . . . . . . .. .. Lo oL 6
3. Analisis de varianza 8
4. Analisis del modelo para el caso general 9
5. Aplicacién 10
5.1. Resistencia a la corrosién de barras de metal . . . ... .. ... 10
5.2. Preparacién de tortas . . . . . . .. ... ... 12
6. Referencias 14
Appendices 14
A. Cilculo de esperanza de cuadrados medios de los efectos alea-
torios y fijos para disenos de parcela dividida DCA 14
A.1. Esperanza de cuadrado medio para Factor A DCA . . ... ... 16
A.2. Esperanza del cuadrado medio del error de parcela completa DCA 17
A.3. Esperanza de cuadrado medio para Factor B DCA . . ... ... 18
A 4. Esperanza del cuadrado medio de la interaccion AxB DBCA . . . 19
A.5. Esperanza de cuadrado medio del error de subparcela DCA . . . 21
B. Caélculo de esperanza de cuadrados medios de los efectos alea-
torios y fijos para disenos de parcela dividida DBCA 22
B.1. Esperanza de cuadrado medio para Factor A DBCA . ... ... 24
B.2. Esperanza de cuadrado medio para Factor B DBCA . . ... .. 25
B.3. Esperanza de cuadrado medio para efecto del bloque . . . . . . . 27
B.4. Esperanza del cuadrado medio de la interaccion AxB DBCA . . . 28
B.5. Esperanza del cuadrado medio del error de parcela completa DBCA 29



B.6. Esperanza de cuadrado medio del error de subparcela DBCA . . 31

1. Introduccion

En el estudio del efecto de multiples variables sobre una respuesta determi-
nada, utilizando un diseno factorial aleatorizado ya sea completo o incompleto,
es necesario que el orden de las corridas del experimento sea fijado completa-
mente al azar, lo que implica definir las condiciones de la unidad experimental
en cada corrida. En ciertos casos, ya sea por motivos de tiempo, materiales o
costo, esto no es posible, siendo recomendable utilizar el diseno denominado de
parcela dividida (split-plot en inglés).

El diseno de parcela dividida tiene su origen en la agricultura. La primera
mencién en la literatura sobre este tipo de la realiza Fisher (1925), quien describe
un experimento destinado a conocer el efecto del tipo de patata en la produccion
de un campo. Se probaron 12 tipos de patatas en un campo dividido en 36
partes, siendo asignado cada tipo de tubérculo al azar a 3 partes distintas.
Como se deseaba observar también el efecto de 3 tipos de fertilizante, cada
una de los 36 secciones se dividié en tres subsecciones, asigndndose al azar el
fertilizante a cada una. Montgomery (2001) sefiala que cada una de las secciones
mayores, a las cuales se les asigna el primer factor o tratamiento principal o de
parcela completa, toma el nombre de parcela completa, en tanto que las secciones
menores, a las cuales se les asigna el segundo factor o tratamiento de subparcela,
son denominadas subparcelas o parcelas divididas.

Cochran y Cox (1957) senalan que la aplicacién de este disefio a entornos
industriales es muy comin y, tal como sefialan Jones y Nachtsheim(2009), es
usual que muchos experimentadores realizan un disenio de parcela dividida ana-
lizdndolos erréneamente como si fueran disenos completamente aleatorizados.
Entre las posibles razones que dificultad o impiden fijar un orden aleatorio en
las corridas se encuentran:

= Una serie de tratamientos requiera una gran cantidad de material expe-
rimental, en tanto que otros requieran cantidades mucho menores. Por
ejemplo, si se quiere probar el efecto de distintos tipos de cocinado en un
tipo de carne, el fritado requiere de cantidades grandes de aceite, por lo
que serfa un gran desperdicio de recurso botar en cada tirada experimental
el aceite. En cambio, la aplicacién de aderezos se puede realizar sin mayor
problema en pequenos trozos de comida.

= Se requiere mucho tiempo o esfuerzo para fijar las condiciones para ciertos
tratamientos, en tanto otras requieren muy poco esfuerzo. Por ejemplo, si
deseamos identificar el efecto de la carga de un vehiculo y su velocidad
en el consumo de combustible, claramente es mucho mas dificil sacar y
poner cargas del orden de toneladas dentro del vehiculo que modificar su
velocidad.

Kowalski, Parker y Geoffrey(2007) senalan que se pueden utilizar diversos
tipos de diseno experimental asociadas al diseno de parcelas divididas. Los més



comunes en ambientes industriales serian el diseno completamente aleatorizado
(DCA) y el disefio de bloques completamente aleatorizados (DBCA). En el caso
de DCA cada uno de los a niveles del tratamientos principal es replicado r veces
y el orden de cada una de las ar corridas es aleatorio. En el caso del DBCA,
dentro de cada uno de los r bloques se aplica en orden aleatorio cada una de
las corridas de los a niveles del tratamiento principal. El orden del tratamiento
de subparcela dentro cada corrida del tratamiento principal se realiza siempre
al azar.

Es interesante notar que cada parcela puede ser considerada como un blo-
que, compuesto de un nimero de unidades igual al nimero de tratamientos de
subparcela. Las diferencias entre los bloques se confunden con las diferencias de
los niveles del factor principal (Cochran y Cox, 1957).

2. Modelo estadistico

El modelo lineal mas sencillo de un diseno de parcelas divididas lo entrega
Jones y Nachtsheim (2009), el cual corresponde a un DCA apropiado para di-
senos balanceados y fraccionales. Este considera la existencia de a niveles para el
factor A - de parcela completa -, b niveles para el factor B - de subparcela -, don-
de cada factor A es aplicado a ¢ parcelas completas, por lo que el efecto de cada
parcela esta anidado dentro del factor A. Asi, la respuesta Yj;;, correspondiente
al nivel ¢ del factor A, j del factor B en la replicacién k sera.

Yiij = p+ a; + B + (@B)ij + Vi) + €kij (1)
Donde
1 Media de respuesta
a; Efecto del tratamiento de parcela completa en el nivel i
B; Efecto del tratamiento de subparcela en el nivel j

(af)i; €l efecto de interaccién para los niveles ¢ y j de los factores A y B,
respectivamente

Yr(iy Error de parcela completa k dentro del factor 4, independientes entre par-
celas con distribucién N(0,02)

€ri; Errores de subparcela, independientes con distribucién N (0, 0?)



Con las condiciones usuales para un modelo mixto no restringido

a

>ai=0

i=1
b

> B=0

j=1

a
D (@B)ij =0,j=1,2,..,b

=1
b
Z(aﬂ)ij = O,i = 17 2, ey @
j=1
COU(FYk(i)vvk'(i')) = O,V(Z, k) # (ilvk/)
cov(@'jka’ﬂmn) = O,V(Z,j,k) 7& (l7m>n)

Si las replicaciones se realizan de acuerdo a un DBCA, las ¢ replicaciones
corresponderan a igual nimero de bloques. La respuesta Yj;;, correspondiente
al nivel ¢ del factor A, j del factor B en el bloque k sera.

Yij = p+ 7k + o + B + (aB)ij + W) + €xij (2)

Donde 7 corresponde al efecto aleatorio del bloque k, distribuido N (0, 02).
Para que las esperanzas de cuadrados medios sean las mismas que en el DCA| se
debe usar un modelo mixto restringido. Este cuenta con las mismas condiciones
que las que se presentaron para el modelo en (1), con los siguientes cambios

» La distribucion de 7y (; se hace N(0, “102)

= La suma de 7, (;) dentro de un mismo nivel de factor de A es igual a 0, es
decir Y7 | vy = 0.
Montgomery(2001) presenta un modelo mds general, que considera la inter-

accion entre el efecto del bloque y el tratamiento de subparcela, asi como un
coeficiente para la interaccion de tercer orden entre los dos factores y el bloque.

2.1. Estimacion de parametros de efecto fijo, usando mini-
mos cuadrados

Jones y Nachtsheim(2009) sefialan que en el caso balanceado, la estimacién

de los efectos fijos es realizada usando minimos cuadrados ordinadorios y las

varianzas de los efectos aleatorios a través de un anélisis de la tabla de ANOVA.
Considerando el caso para el DBCA, podemos generar una variable €:

€kij = €kij + V(kyi T Tk
&ij ~ N(0,02)



Podemos encontrar los estimadores para los factores de efecto fijo que mini-
micen la expresion

T a b
w20 Y =SS Vi sy — ()

k=1i=1 j=1 k=1i=1 j=1

Donde Yy, es la respuesta en el bloque (o repeticién) k del i-ésimo nivel del
factor A y el j-ésimo nivel del factor B

Para encontrar los estimadores, se deben derivar la expresién por el vector
de pardmetros y resolver las ecuaciones simultianeas del tipo

Oe?
90 ="

Los estimadores para u, , 8y (af)se pueden calcular con relativa facilidad,
por las condiciones definidas para el modelo
Diferenciado para p e igualando a cero tenemos

Z Z Z Ykzg - a’L 5] (Oéﬂ)zj) = 0

k=11i=1 j=1

T a

b
Z ZY’”J rabu—TbZa,—raZB]—rZZ aﬁ 2]
k=1i=1 j=1

i=1 j=1

Que por las condiciones impuestas a los pardmetros se simplifica en:

ZZZYkzj—mbu =0

=11i=1 j=1
~ Zk:1 Zi:1 Zj:l sz‘k —
n= =Y.
rab

De forma similar encontramos los estimadores para a;, 5; v (af);

80&1 Z Z Ykz] —Q; — Bj - (OzA,B)Z.j) =

k=1 j=1
r b b
—Q[ZZYM]‘ —rbii — rbay; — Z/BJ - TZ O‘B)z]} =
k=1j=1
r b
=203 0 " Yiij — rbji — rba;) =0
k=1j=1
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_ Y _ _
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De2 r..9 R ~
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J
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2.2. Estimacion de parametros de efecto aleatorio, usando
método de analisis de varianza

Para obtener una estimacién de 02 y 02 usando el método de analisis de la
varianza, debemos calcular los cuadrados medios para los distintos efectos y, a
partir de sus esperanzas, reconocer cual seria el estimador apropiado para las
varianzas.

Se muestran a continuacién las sumas de cuadrados para el DBCA, tanto en



su versién basada en las medias como en sumas por factor (Montgomery, 2001)

b

i=1 j=

a

= er(Y.i. —Y..)?

i=1

L Y? Y..Y.. Y2
=b E -2
" (b2r2 a(br)? + (abr)2)

i=1
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r a b
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Las esperanzas de los cuadrados medios del DBCA, utilizando un modelo



mixto restringido, son

E(CMproquk) = W = 0? + abo?
E(CMa) = 5?‘41 =0’ +bo, + braz_af
B(CMpr) = = s 0?1 bt
B(OMg) = 220 — o+ arls
BOM:) = T =o’

Claramente, 02 = CMpg es un estimador insesgado de o2 y considerando
que:

E[CMgp] — E[CMg] = bo?
B CMgp — CMEg
02 =——"
b
0;21, es un estimador insesgado de o2 .
En el caso del DCA, se obtienen las mismas esperanzas de medias cuadradas
si se utiliza un modelo mixto no restringido. SCgp y CMgp adoptan las
expresiones

r a b
SCeppca=»_ > Y (Vi — Vi)

k=1 i=1 j=1
Sy v
b be
SCgp.pca
CM = 3
EP.DCA ar—1) (3)

Los célculos realizados para obtener las esperanzas de los cuadrados medios
se encuentran en el apéndice B para el DBCA y en el apéndice A para el DCA.

3. Analisis de varianza

El anélisis de la varianza para un diseno de parcela dividida suele presentarse
separando claramente el error atribuible al efecto del tratamiento de parcela
completa del efecto del tratamiento de subparcela.

Para el DCA, con a niveles del factor parcela completa, b niveles del factor
de subparcela y r repeticiones, la tabla ANOVA serfa la siguiente



Fuente de variacién grados de libertad E[CM]
Factor parcela completa a—1 0% +bo2 + br %_Of
Error parcela completa a(r—1) % +bo?,
Factor subparcela b—1 o’ + ar%ﬂf
Interaccién factor parcela X subparcela (a—1)(b-1) o + r%
Error subparcela a(r—1)(b—-1) o?

En el caso del DBCA, con a niveles del factor parcela completa, b niveles del
factor de subparcela y r bloques , la tabla ANOVA seria la siguiente

Fuente de variacién grados de libertad E[CM]
Bloques r—1 % + abo?
2
Factor parcela completa a—1 0% +bo2 + br Za:ialj
Error parcela completa (a—1)(r—1) 0%+ bo?
2
Factor subparcela b—1 o +ar %_Bf
a b 2
Interaccién factor parcela X subparcela (a—=1)(b-1) o? + r%
Error subparcela a(r—1)(b—=1) o?

Observando los cuadrados medios esperados, se pueden crear un test F para
el efecto del tratamiento de parcela completa comparando usando el CMy4 y
CMEgp, en tanto que los test F para el efecto de la subparcela y la presencia
de interaccién entre los tratamientos se realizan comparando CMpg yv CMap
contra C'Mg. De este modo:

b OMa(r—1)(a—1)
4 CMEp(afl)
[ CMpb(r —1)(a —1)

BT oMb - 1)
P  CMapb(r —1)(a—1)
AB T TCMg(a—1)(b—1)

~Fla-1,(r—1)(a—1))

~ F(b—-1,b(r—1)(a—1))

~ F((a—=1)(b—1),b(r —1)(a — 1))

Para el DCA, sélo se debe reemplazar la formula de F4 para utilizar los
cuadrados medios y los grados de libertad presentes en (3)

4. Analisis del modelo para el caso general

Para los casos no balanceados, el método de estimacién basado en mini-
mos cuadrados para los efectos fijos y el andlisis del ANOVA para los efectos
aleatorios es inadecuado. Jones y Nachtsheim(2009) recomiendan el uso de la
estimacién por maxima verosimilitud restringida.



Sea z; un vector indicador cuyo k-ésimo elemento es 1 cuando la corrida
i-esima fue asignada a la parcela k y en 0 otro caso. La matriz de varianza-
covarianza de la respuesta se puede representar como

V = oI, + 02 ZZ* (4)

con n = abr y Z una matriz nxb con la fila i igual al z;. Para un V conocido, el
mejor estimado insesgado para el vector de pardmetros de los efectos fijos es el
de minimos cuadrados generalizados

Bruce = (XTVIX)1XTv-ly

Como V suele ser desconocido, se substituye los pardmetros o2 y o2 en (4)
por sus estimadores para obtener la matriz de varianza-covarianza estimada V,
resultando en el estimador plausible de minimos cuadrados generalizados

Bpuce = (XTVIX)IXTVY (5)

2

w

Para obtener los estimadores de 02 y o
parcial de los componentes de varianza

se maximiza la log verosimilitud

2logL(0?,02) = const. — log| V| — log| XTV1X|
—Y YV - VvIIX(XTVIX)TIXTV Y

Los estimadores resultantes, 02 y U?U son usados en (5) para obtener los
estimados PMCG de los efectos fijos.

5. Aplicacion

5.1. Resistencia a la corrosion de barras de metal

Utilizaremos el ejemplo que provee Jones y Nachtsheim(2009) sobre una in-
vestigacién que tenia por objetivo estudiar la resistencia a la corrosion de barras
de metal tratatas con 4 recubrimientos (C1,C5,C3 y Cy4), y tres temperaturas
de horno, 360°C, 370°C y 380°C. La temperatura del horno es un factor dificil
de cambiar, ya que toma bastante tiempo reiniciar la temperatura del horno
y llegar a un nuevo equilibrio de temperatura. En cambio, asignar un recubri-
miento a una barra es una factor facil de alterar. El procedimiento consistié en
calentar el horno a una temperatura especifica y colocar las barras con los 4
recubrimientos al azar dentro del horno. Cada tratamiento de parcela comple-
ta (temperatura) fue replicado dos veces, por lo que se cuenta con 6 parcelas
completas y cuatro subparcelas dentro de cada parcela

Este experimento cuenta con un diseno de parcela dividida con DCA para
el efecto de parcela completa, ya que no existe un bloque dentro del cual se
repliquen los tratamientos principales. En R se puede calcular directamente
utilizando el comando aov

10



# Introduccién de datos

parcela<-c(rep(1,4) ,rep(2,4) ,rep(3,4) ,rep(4,4) ,rep(5,4) ,rep(6,4))

repeticion<-c(rep(1,4),rep(1,4),rep(1,4),rep(2,4),rep(2,4),rep(2,4))

temperatura<-c(rep(360,4) ,rep(370,4) ,rep(380,4) ,rep(380,4) ,rep(370,4) ,rep(360,4))

cobertura<-c(2,3,1,4,1,3,4,2,3,1,2,4,4,3,2,1,4,1,3,2,1,4,2,3)

resistencia<-c(73,83,67,89,65,87,86,91,147,155,127,212,
153,90,100,108,150,140,121,142,33,54,8,46)

df<-data.frame(parcela=factor(parcela) ,temperatura=factor(temperatura),
cobertura=factor (cobertura) ,resistencia=resistencia,repeticion=factor(repeticion))
# Notese el uso del término de error en parcela
aov(resistencia”temperatura*xcobertura+Error(parcela) ,data=df)

La salida es

Error: parcela

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
temperatura 2 26519 13259.6 2.7548 0.2093
Residuals 3 14440 4813.2

Error: Within
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

cobertura 3 4289.1 1429.71 11.4798 0.001977 **
temperatura:cobertura 6 3269.7 544.96 4.3757 0.024066 *
Residuals 9 1120.9 124.54

Signif. codes: 0 ‘x**’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘%’ 0.05 ‘.” 0.1 “ ’ 1

Que coincide con los resultados de Jones y Nachtsheim(2009). En este caso
en particular, podemos observar que el tipo de cobertura tiene influencia en la
resistencia a la corrosién, y que la resistencia varia de acuerdo también a la
combinacion entre temperatura y la cobertura aplicada.

Resulta instructivo realizar un andlisis de varianza considerando, incorrec-
tamente, un DCA. Usando el comando

el.anova.2<-aov(resistencia”temperatura*cobertura,data=df)
Obtenemos la salida
Analysis of Variance Table

Response: resistencia
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

temperatura 2 26519.2 13259.6 10.2256 0.002557 **
cobertura 3 4289.1 1429.7 1.1026 0.386016
temperatura:cobertura 6 3269.7 545.0 0.4203 0.851799
Residuals 12 16560.5 1296.7

Signif. codes: 0 ‘x*x’ 0.001 ‘*%x’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 “ ’ 1
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Estos resultados indicarian que la temperatura es el unico factor que afecta
a la resistencia a la corrosién, una conclusién completamente distinta a la que
obtenemos al considerar el diseno del experimento en el analisis.

5.2. Preparacion de tortas

Box y Jones(1992) presentan datos simulados para un estudio que busca
determinar la mejor receta para vender en caja en un supermercado. Existe
8 recetas, que difieren en el tipo de harina(F), mantequilla (S) y huevo en
polvo(E), las cuales se prueban en un diseio factorial 23. Ademaés, se desea
verificar el efecto de cocer a distintas temperaturas y tiempo, correspondiendo
a un disefio 22. Por tanto, el disefio final contituye un disefio factorial 2°. La
respuesta esta constituida por el promedio de respuesta hedondstica de un panel
que prueba cada receta, usando una escala de 1 a 7

Box y Jones proponen un disenio de experimento en el cual se horneen las
8 recetas en cada una de las 4 combinaciones de tiempo y temperatura. En un
csv llamado torta.csv con la siguiente estructura

receta horneada F S E temperatura tiempo Y
1-1-1-1-1-11,3
2-1-1-11-11,6
-1-1-1-111,2
-1-1-1113,1
1-1-1-1-12,2
1-1-11-15,5
1-1-1-113,2
1-1-11186,5
-11-1-1-11,3
-11-11-11,2
-11-1-111,5
-11-1111,7
11-1-1-13,7
11-11-13,5
11-1-113,8
11-1114,2
-1-11-1-11,6
-1-111-13,5
-1-11-112,3
-1-11114,4

N NN OO OO R WWWWNDNNNNNE PP -
WNEFE D WONEFE PP ONEFE D ONDNE PP ONE DO P

1-11-1-14,1
1-111-16,1
1-11-114,9
1-11116¢6,3
-111-1-11,9
-1111-12,4
-111-112,6
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74-111112,2
81111-1-15,2
8§21111-15,8
83111-115,5
84111116

Se realiza el siguiente analisis

d2<-read.csv("torta.csv",header=T,dec=",")
d2$receta<-factor(d2$receta)

d2$horneada<-factor (d2$horneada)

d2$F<-factor (d2$F)

d2$S<-factor(d2$S)

d2$E<-factor (d2$E)
d2$temperatura<-factor(d2$temperatura)
d2$tiempo<-factor (d2$tiempo)

aov (Y tiempo*temperatura*F*S*E+Error (horneada) ,data=d2)

Obteniéndose la siguiente salida

Error: horneada

Df Sum Sq Mean Sq
tiempo 1 2.2578 2.2578
temperatura 1 9.7903 9.7903
tiempo:temperatura 1 0.0378 0.0378

Error: Within
Df Sum Sq Mean Sq

F 1 56.978 56.978
S 1 0.878 0.878
E 1 11.640 11.640
tiempo:F 1 0.000 0.000
temperatura:F 1 0.750 0.750
tiempo:S 1 0.383 0.383
temperatura:S 1 6.753 6.753
F:S 1 0.300 0.300
tiempo:E 1 0.053 0.053
temperatura:E 1 0.008 0.008
F:E 1 0.340 0.340
S:E 1 0.138 0.138
tiempo:temperatura:F 1 0.053 0.053
tiempo:temperatura:S 1 0.053 0.053
tiempo:F:S 1 0.000 0.000
temperatura:F:S 1 0.228 0.228
tiempo:temperatura:E 1 0.475 0.475
tiempo:F:E 1 0.053 0.053
temperatura:F:E 1 0.525 0.525
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tiempo:S:E 1 0.003 0.003
temperatura:S:E 1 0.165 0.165
F:S:E 1 0.633 0.633
tiempo:temperatura:F:S 1 0.383 0.383
tiempo:temperatura:F:E 1 0.053 0.053
tiempo:temperatura:S:E 1 0.000 0.000
tiempo:F:S:E 1 0.038 0.038
temperatura:F:S:E 1 1.088 1.088
tiempo:temperatura:F:S:E 1 0.003 0.003

De acuerdo a esto, no existirian diferencias significativas en la respuesta a

los distintos tipos de ingredientes ni a las condiciones de coccién.

6.

Referencias

Box, G. y Jones, S. (1992).Split-Plot designs for robust experimentation.
Journal of Applied Statistics, 19 (1), 3-26.

Cochran, W. y Cox, G. (1957). Ezperimental Designs. New York: Wiley.

De Mendiburu, F. (2007). Andlisis estadistico con “R”. The R Foundation
for Statistical Computing.

Fisher, R.A. (1925). Statistical Methods for Research Workers. Descargado
desde http://psychclassics.yorku.ca/Fisher/Methods

Jones, B. y Nachtsheim, C.(2009). Split-plot designs: what, why, and how.
Journal of Quality Technology, 41 (4), 340-361.

Kowalski, S., Parker, P. y Geoffrey, G. (2007). Tutorial: Industrial Split-
plot Experiments. Quality Engineering, 19, 1-15.

Montgomery, D. (2001). Design and analysis of experiments. New York:
Wiley.

Appendices

A.

Calculo de esperanza de cuadrados medios
de los efectos aleatorios y fijos para disenos
de parcela dividida DCA

Utilizaremos el modelo no restringido para el calculo. Consideremos las si-

14



guientes sumas de cuadrados como base, presentados en el texto

¢ y2 y?2
SCA:EZZI -4

br abr
b 2
SCp = LY YE
ar abr
a b 9
i Y2 Y2
r abr
SCEP = 2221 Zﬁ:l Yk22 _ Z?:l Y%
b be

y? . .
Comencemos calculando —=, que se utiliza en la mayorfa de las sumas de

cuadrados

T a b
EY.)=EQ_ Y Y Y

k=1i=1 j=1
r a b
SR Y
k=11i=1 j=1
r a b
= ZZZM—Fai—f—ﬂj + (Oéﬁ)ij
k=1i=1 j=1
a b a b
= rabu + rbz a; + mz Bi + CZ Z(aﬁ)ij
i=1 j=1 i=1 j=1

Por las condiciones del modelo, se eliminan las sumatorias de o, 8; y (of)ij

E(Y.)=abru

b r a
V) =VQS > Vi)

j=1k=1i=1

r a b
= V(Z Z Z%(i) + €rij)

k=1i=1 j=1
T a r a b
=VOI D )+ 03D View)
k=1i=1 k=1i=1 j=1

= ab®*ro? + abro?

E(Y2)

abr

El término quedaria

E(Y2?)  (abrp)?+ ab’rol + abro?

abr abr
= abry® + bo? + o

15



A.1. Esperanza de cuadrado medio para Factor A DCA

r b
E(Y:)=E()Y Yiy)

k=1j=1

r b
=) > E(Yiy)

k=1 j=1

r b
=D ptai+ B+ (aB)

k=1j=1

b b
= rbu + rba; + TZBj + rZ(ozﬁ)ij

Jj=1 Jj=1
Por las restricciones eliminamos §; y (af)i;

E(Y.) = br(p+ ai)

r b
V(i) =V Vi)
k=1j=1
= V(@) + €xij)
I r b

=V(b Z V@) + Z Z €kij)

k=1 k=1 j=1
= b2rai + bro?

2

La esperanza de % seria
S B(Y2) | T br(n+ ai)?] 4 bro? + beo®
br br
_,(or + 8 o+ (0r)“a; + 0°ro;, + bro
B f_1b2u2 2(br)%u b2$bzib2
n br

a
= abryp® + br Z a? + abo? + ac?
i=1

(L v
B(SCa) =B ( br abr

= abryp® + br Z o? + abo? 4 ac?
i=1

— abrp? — bo? — o*

= eroz? + (a — 1)(bo? + 0?)
i=1

16



Con esperanza de cuadrado medio

br> i a? 4+ (a—1)(bo2 + o?)
a—1

E(CMa) =

Z?:l af

=br L4 bo? + o2
a—1

A.2. Esperanza del cuadrado medio del error de parcela
completa DCA

b
E(Yii)) = B Yiij)
b "
= E(Yiij)
j=1

b
=> ptai+ B+ (aB)i;

j=1
b b
=bp+bai+ Y B+ Y (aB)i
j=1 j=1
Por condicién del modelo eliminamos los términos §; y (af);;

E(Y;“) = b(u + Oél‘)

b

V(Yi) = V(O Yijr)

j=1

= V(@) + €riz)
b
= V(b + Y enij)

j=1
= %02 + bo?

La esperanza de 3 > 4 > i, Y72 es

I Dohet Doiq V(i + i)? + b0 4 bo?
E(EZZY’?Z“): A=l ==l

‘ b
k=1 i=1

:i:za:b(,u—kai)Q—{—bai—%-JQ

k=11i=1

a
= abry® + br Z a? + abro? + arc?
i=1

17



" ¢ Y2 a y2
E(SCEP) = E (Zk:l Zb’t=1 ki- _ Z'L:l 'Z-)

be

a
= abrp® + br Z o? + abro? + aro®
i=1

— abrp® + br Z o? + abo? 4 ac?
i=1

=a(r— 1)(1)‘7121; +02(r—1))
Con esperanza de cuadrado medio

E(CMgp) = a(r — 1)(bo? + o2(r — 1))

1
a(r —1)

= bo?2 + o*

A.3. Esperanza de cuadrado medio para Factor B DCA

E(Y.;)=EQ Y Viij)

k=1 i=1
=3 E(Viij)
k=1 i=1
= ZZ#“LO‘HF@J' + (af)i
k=1 1=1 . .
=arp+r Z a; +arB; + cZ(aﬁ)lj
i=1 i=1

Por las restricciones eliminamos «; y (af);;

B(Y.) = ar(u+ 8))

V) =V Y Vi)

k=11=1
= V() + €riz)
= V(Z Z V@) + Z Z €kig)

k=11i=1 k=1i=1

= arai + aro?
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b 2

S Y3 ,
La esperanza de % seria,

b b
S B(YZ) S for(+ B,)7) + aro?, + aro?
ar B ar
b(ar)?u? + (ar)? 22:1 B3 + abro?, + abro?

ar

b
= abrp® + ar Z 532- +bo? + bo?

j=1

b 2

L Y:5 y2
E(SCp)=E (Z“ I )
ar abr

b
= abru® + ar Z BJQ» + bo? 4 bo?
j=1

— abrp® — bo? — o

b
= arZB? +0%(b—1)
j=1

Con esperanza de cuadrado medio

ar 22:1 B +o2(b—1)
b—1
b 2
Zj:l 5]' 2

:arib—l +0o

E(CMp) =

A.4. Esperanza del cuadrado medio de la interaccién AxB
DBCA

E(Yij) = EQ)_ Yiij)
k=1
= E(Yiij)
k=1

=D ntai+ B+ (aB)y

k=1
=ru+ro; +1r8; +r(af)i; =r(p+a; + B + (af)ij)
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V(Yi;) =V Yiji)
k=1
= V() + €rij)
T T
= V(Z Vr(i) T Z €kij)
k=1 k=1
= (0} + oy, +07)
La esperanza de £ 37, Z?Zl Y2 es
T Y A (i B+ (aB)ig)? + (02 + 0?)

a b
E(%ZZY?J‘)— .

i=1 j=1

a

=3 r(p+aoi+ B+ (aB)i)? +op +0°

i=1 j=1

b a b
= abrp® + br Z o? +ar Z ﬁf +r Z Z(ab’)?j + abo? + abo®
i j=1

i=1 j=1

b a b
= abrp® + br Z o? +ar Z [332 +r Z Z(aﬂ)fj + abo? + abo®
i j=1 i=1j=1
— abrp® — bo? — o*
a

— b?”ZOéQ abol — ao® + bo2 + o

P —
i=1

b
—arZB?—baz—FaQ

Jj=1

a b
=r Z Z(aﬂ)?j + abo? — ao® — bo? + o

i=1 j=1

a b
=rY > (aB)+(a—1)(b-1)o”

i=1j=1
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Con esperanza de cuadrado medio

1 ) ,
m(TZZ(aﬂ)ij +(a—1)(b—1)o?)

ZZ 123 (aB)
a—n)o-1 ¢

E(CMap) =

A.5. Esperanza de cuadrado medio del error de subparce-
la DCA

Si consideramos que

€kij = Yiig — 0 — i — B — (aB)ij — Yk
Podemos obtener el error estimado al cuadrado reemplazando los parametros
por sus estimadores
€hij = [Yiig — Yoo = (Vi = Yo) = (Yo = YL)
— (Vg = V= Yoy +7.)
( ki- z - Yk + Y )]
(Ykzy - Y’Lj - Yk:z + Y )

La sumatoria de cuadrados para el error adopta la forma
r a b 1 a b
2 2 2
e D) I IR S S ZYIM*ZY (6)
k=11i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 k=1

La esperanza de >, _; > i, S =1 Y}2; se puede resolver répidamente con-
siderando que todas las sumatorias de los efectos fijos entre si seran cero, por
las condiciones sobre las sumatorias, al igual que las de los efectos aleatorios
entre si,porque al ser variables independientes entre si, la multiplicaciéon de sus
esperanzas da 0.

r a b r a b
E(Zzzykzij) = E(ZZZMQ +ai + B+ (@B)F + Ve T €rag)

k=11i=1 j=1 k=11i=1 j=1

_abr,u—l—era +ar2ﬁ2+rzz aB)ij; +abra + abro?

=1 j=1

Reemplazando en (6) con la expresién anterior y las esperanzas de los su-
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matorias de la respuesta al cuadrado

a b a b
E(SCg) = abru—keraf +aTZB]2 —l—rzz aB)i;j + abrol + abro®
i=1 j*l

i=1 j:l

— (abry? —l—eroz +ar2ﬂ2+rzz af) 2]+abo + abo?)

j=1 i=1 j=1

— (abrp® + br Z o? + abro? + aro?)
i=1

— (abrp® + br Z o? + abo? + ac?)
i=1
= abro? — abo? — aro® 4 ac?
=ac’(b—1)(r —1)
Con esperanza de cuadrado medio
a?(b—1)(r—1)
alb—1)(r—1)

:0’2

E(CMp) =12

B. C(Calculo de esperanza de cuadrados medios
de los efectos aleatorios y fijos para disenos
de parcela dividida DBCA

Consideremos las siguientes sumas de cuadrados como base, presentados en

el texto

i Y:o Y2
5Ca = br abr
b 2
SCp = 72]:1 s - LQ
ar abr
Y2 y2
SCAB—M———SCA—SCB
r abr
D Yp Y2
SCsLoque = ab  abr

Y2 Y2
SCE Zk 1 Zz 1 ki- T SCA _ SCBLOQUE
b abr
Para facilitar la notacién de los cuadrados medios, se suele hacer V(vk(i)) =
“T_lai. En aquellos casos donde este presente en el cuadrado medio o2, repre-

sentaremos el cuadrado medio en bruto para el factor X con CM By, en tanto
que el convencional se representard como C'M x

22



Se deben calcular las esperanzas y varianzas de Y., Y., Y.; y Y;; para
calcular las esperanzas de sus cuadrados y, asi, calcular las esperanzas de sus
cuadrados medios.

r a b
B =B S v

k=11i=1 j=1
r a b
I
k=1i=1 j=1
roa b
= ZZZ;W%O@-F@' + (afB)ij
k=1i=1 j=1
a b a b
= rabp + rbz a; + mz B; + CZ Z(Oéﬂ)zj
i=1 j=1 i=1 j=1

Por las condiciones del modelo, se eliminan las sumatorias de o, 8; y ()i

EY.)=abru

b r a
V) =vy_ > D Vi)

=1 k=11i=1

r a b
=VO DD e+ + erig)

k=1i=1 j=1

Por las restricciones, eliminamos el término ;)

T r a b
V(Y.) = (ab)? > V() + Y>> View)
k=1

k=1i=1 j=1
= (ab)*ro? + abro?

E(Y2)

El término
abr

quedaria

E(Y2)  (abrp)*+ (ab)’ro? + abro?

abr abr
= abrp® + abo? + o>
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B.1. Esperanza de cuadrado medio para Factor A DBCA

r b
E(Y:)=EQ_ > Yiiy)

k=1 j=1

T b
=3 E(Yiij)

k=1j=1

T b
=3 > ptai+ B+ (aB)i

k=1 j=1

b b
= rby + rba; + TZBJ- + TZ(aﬁ)ij

Jj=1 Jj=1
Por las restricciones eliminamos §; y (af)i;

E(Y) =br(p+ ;)

r b
V(Yi) =V Yir)

k=1j=1
r b

= V(Z ZTk + Yi(i) T €kij)

k=1j=1
r T r b
=VOY ) o+ DD )
k=1 k=1 k=1 j=1
=b*ro? + b*ro? + bro®

a 2

i Y3 ;
La esperanza de =i51—= seria

Y E(YZ)  Yi[br(p+ ai)?] + b*ro? 4+ bP*ro;, + beo®
br B br
_ St ()2 u? 4+ 2(br)2ua + (br)?a? + b*ro? + b*ro + bro?
o br

a
= abrp® + br Z o? + abo? + abo? + ao?
i=1
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E(SC4)=E (m _ Y2>

br abr

= abry® + br Z o? + abo? + abo? + ao?
i=1
— abry® — abo? — o*
a
= erozf +abo? + o*(a — 1)

i=1
Con esperanza de cuadrado medio en bruto y convencional

bry. ¢ a? +abo? + o?(a—1)
a—1
eyl of +abo,

a—1
a

2
E(CMa) = brzi;llal + bo? + o?

E(CMBy) =

+ 02

B.2. Esperanza de cuadrado medio para Factor B DBCA

E(Y.;)=EQ Y Viij)

k=1 i=1
=> ) E(Yiy)
k=1i=1
= ZZ#+ai+5j + (aB)ij
k=11i=1 . .
=arp+r Z a; +arB; + cZ(aﬁ)ij
i=1 i=1

Por las restricciones eliminamos «; y (af);;

E(Yl) = CLT(,U + 5])
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V) =V i)
k=11i=1

=V e+ i) + €nis)

k=1 1i=1

= V(CLZTk + Z Z’yk(i) + Z kaij)
k=1

k=11i=1 k=1 1i=1

Por restriccién del modelo eliminamos ;)

V(Y.;) = a*ro? + aro?®

b 2
j=1 Y
a

La esperanza de seria
S EY2) S lar(n+ B5)%) + a2ro? + aro?
j=1 i’ j=1 J
ar B ar
b(ar)?u? + (ar)? Z?Zl B7 + a®bro? + abro®

ar

b
= abry® + ar Z ﬂ? + abo? + bo?
j=1

ar abr

b 2 2
E(SCg)=E (Zj‘l Y Y)

b
= abrp® + ar Z ,3? + abo? + bo?
j=1

— abrp® — abo? — o

b
=ar) B} +0(b—1)
j=1

Con esperanza de cuadrado medio

ar Y5, B2 4%~ 1)
b—1
b 2
2 =155 2

:arib—l +0o

E(CMg) =
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B.3. Esperanza de cuadrado medio para efecto del bloque

a b
E(Yi.)=EQO_ Y Yiij)

i=1 j=1
a b

=> > E(Yiji)

i=1 j=1

a b
= D ptaitfi+(ap)y

i=1 j=1

a b a b
= abp + bZai + aZﬁj + ZZ(aﬁ)ij
i=1 j=1 i=1j=1
Por las restricciones eliminamos «;,6; y (af)i;
E(Yy..) = abu
a b
V() =V Yiij)
i=1 j=1
a b
=VO D e+ v + eris)
i=1j=1
a a b
= V(aka + bz V(i) Z Z €k-ij)
i=1 i=1 j=1

Por restriccién del modelo eliminamos 7y ;)

V(Yy..) = (ab)*0? + abo?

Y2 .
La esperanza de =t=—t= seria

Yo BOY2) S [(abu)? + (ab)20? + abo®
ab B ab
= abry® + abro? 4 ro®

T Y2 Y2
E(SCgrogue) =F (ij—lk _ >

ab abr
= abrp® + abro? + 0% — abrp® — abo? — o>

= (r — 1)(abo? + o?)
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Con esperanza de cuadrado medio

—1)(abo? + o
E(CMgrogug) = r )ia_af )

= abo? + o

B.4. Esperanza del cuadrado medio de la interaccién AxB
DBCA

E(Yij) = E()_ Yiij)
k=1
=Y E(Yiij)
k=1
= ZM+041' + B + (aB)j

k=1
:TIU,-l-T‘O[Z"FT‘ﬁj +T(C¥6)ij :T(/l+az’+6j +(a5)w)

V(Yij) = V(> Yijk)
k=1

=V 7+ Vi) + €is)
k=1

=VO_ e+ @ + D eris)
k=1 k=1 k=1
=r(c? + 02 +0?)

1 a b 2
La esperanza de - > 7" | Zj:l Y es

a b a b2 _ _ 32 o2 402 4 o2
E(%ZZij)=Zi:12j:1r (1+a;+ B+ (af)y)” +r(or + o3, +07)

‘ : r
=1 j=1

:ii

i=1j

r(u+ai + B+ (af)ij)* + oF + oy +0°
1

b a b
= abry® + br Z o? +ar Z B +r Z Z(aﬁ)?j + abo? + abo? + abo®

j=1 i=1 j=1
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E(SCap) = ( Z ZYQ — == —8Ca - SCB)

1=15=1

= abrp? —l—era +ar262+rzz af) ”—i—abo —|—aba + abo?
j=1 =1 j=1
— abry? —abaT—02
—era?—abogj—a(ﬂ—i—aQ
i=1

b
—arZﬂ?—on—i—az

=1

a b
=rY > (@B) + (a—1)(b—1)0°

i=1 j=1

Con esperanza de cuadrado medio
1 a

E(CMag) = m(rz Z(aﬂ)?j +(@—-1)0b—-1)0%

Zz IZ] 1(a6)12j 2
a—n)o-1 ¢

B.5. Esperanza del cuadrado medio del error de parcela
completa DBCA

Ykz = ZYkzg
= ZE(Ykij)
j=1
b
=D ptait B+ (aB)y
j=1

b b
=bp+bai+Y B+ Y (aB)i

=1 j=1
Por condicién del modelo eliminamos los términos 5; y (af);

E(Ygi) = b(p + o)
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Yk:z = Z}/z]k

b

=V 7+ i) + €nij)
j=1
b

=V (brk + by + Z €kij)
j=1
=b%02 + b%02 + bo?

La esperanza de % S > Y2 es
S i V(4 i) + B30 + bPo2 + bo?

ZZY’” b

klzl

=> 3 bp+ ai)? +bo? + boy, + 0

k=1 1i=1

= abry® + br Z o? + abro? 4 abro? 4 aro?®

i=1
E(SCEpp) = ( DV - == —5Cs - SCBLOQUE)
k=11i=1
= abry® + br Z o? + abro? 4 abro? 4 aro?®
i=1

— abrp® — abo? — o*

a
—br E a? —abo? —ao? + o*
i=1

— abro? — ro? + abo? + o
=abo?(r — 1)+ (a — 1)(r — 1)o?

Con esperanza de cuadrado medio

E(CMBgp) = mabai(r — 1)+ (a—1)(r —1)o?
_ abo?, 9
Ca—1 te

E(CMgp) = bo? + o>
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Esperanza de cuadrado medio del error de subparcela

DBCA

Si consideramos que

B.6.

€kij = Yhij — [t =B = (aB)ij — ) — Th

Podemos obtener el error estimado al cuadrado reemplazando los parametros

por sus estimadores

Ekz] [Ym‘j Y — ( -
YVij— Y =Y., +Y.)
7kz Yz Y +Y )

—(

— (

— (Y =Y
(Ykm - YU - Ylﬂ + Y )

La sumatoria de cuadrados para el error adopta la forma

r a b a b a T a
SCp=>"3"N"v2 - %ZZY% - %ZZY,@ + iZYfﬁ (7)
i=1 j=1 i=1 k=1 i=1

k=1i=1 j=1

La esperanza de Y, _; > o, S =1 Y;2; se puede resolver répidamente con-
siderando que todas las sumatorias de los efectos fijos entre si serdn cero, por

las condiciones sobre las sumatorias, al igual que las de los efectos aleatorios
entre si,porque al ser variables independientes entre si, la multiplicaciéon de sus

esperanzas da 0.

r a b r a b
E(ZZZY]CQZJ) = E(ZZZMQ‘F%Z‘FB?

k=1i=1 j=1

_abr/,H—eroz +ar2ﬂ2+7“zz af3) U—i—abra + abro? + abro®

=1 j=1

+ (af); + 7 + Vi) + €rig)

k=1i=1 j=1

Reemplazando en (7) con la expresion anterior y las esperanzas de las sumas
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de cuadrados

a b a b
E(SCg) = abru + br Z o? +ar Z,BJZ +r Z Z(aﬁ)ij + abro? + abro?, + abro®

i=1 j=1 i=1j=1

b a b
— (abru® 4 br Z ol +ar Z ,BJQ +r Z Z(aﬂ)fj + abo? + abo? + abo?)
i j=1

i=1 j=1

a
— (abrp® 4 br Z o? + abro? + abro? + arc?)
i=1

— (abru® 4 br Z o? + abo? + abo? + ao?)
i=1

= abro? — abo? — aro?® + ac?

=ac*(b—1)(r—1)
Con esperanza de cuadrado medio

ac?(b—1)(r — 1)
alb—1)(r—1)

:0’2

E(CME) =

32



